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3.1. INTRODUCCION

George Boole cre6 el algebra que lleva su nombre en el primer cuarto del siglo XIX.
Pretendia explicar las leyes fundamentales de aquellas operaciones de la mente humana por
las que se rigen los razonamientos. En esa época nadie pudo prever la utilizacion de esta
algebra en el disefio de circuitos digitales.

Como veremos las operaciones se realizaran mediante relaciones logicas, lo que en el
algebra convencional son las sumas y multiplicaciones. Las variables con las que opera son
las binarias 1 y 0 (verdadero o falso). Los signos 1 y 0 no expresan cantidades, sino estados
de las variables.

Podemos decir, que el sistema de numeracion binario y el algebra de Boole constituyen la
base matematica para el disefio y construccidn de sistemas digitales.

Se define Funcion Logica a toda variable binaria cuyo valor depende de una expresion
formada por otras variables binarias relacionadas mediante los signos + y x. Por ejemplo:
S= (a.b)+b.c. Siendo S la funcién, mientras que a, b y ¢ son las variables. Esta funcién la
leeriamos de la siguiente forma: siay b 6 b y ¢ son verdaderas (1) la funcion légica S es
verdadera(1).

Mediante contactos podriamos explicar o aclarar la funcién logica.
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Tablas de verdad.- A través de las tablas de verdad se puede conocer tedricamente el
comportamiento de las funciones ldgicas, en funcion de los niveles que se aplican a la
entrada. Mas adelante veremos cdmo ademas nos van a servir para disefiar circuitos
digitales.

3.2. FUNCIONES BASICAS BOOLEANAS

a) lgualdad
FUNCION TABLA DE VERDAD
a S
S=a 0 0
1 1
SIMIL CON CONTACTOS
-;"fd-:} S{!-
b) Unién (funcién =0)
FUNCION TABLA DE VERDAD
a b S
S=atb 0 0 0
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0 1 1
1 0 1
1 1 1
SIMIL CON CONTACTOS
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c) Interseccion (funcion Y)
FUNCION TABLA DE VERDAD
a b S
0 0 0
S=ab 0 1 0
1 0 0
1 1 1
SIMIL CON CONTACTOS
C:”f/{} OEMO S{:-
d) Negacion (funcion NO)
También denomina funcion complemento
FUNCION TABLA DE VERDAD
a S
S=a 0 1
1 0

SIMIL CON CONTACTOS
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3.3. POSTULADOS DEL ALGEBRA DE BOOLE

a) Las operaciones del Algebra de Boole son conmutativas.
atb=b+a
a.b=b.a
b) Identidad
O+a=a
l.a=a

c) Cada operacion es distributiva respecto de la otra:
a.(b+tc)=a.b+a.c
atb.c=(a+hb).(a+¢c)




d) Para cada elemento "a" existe un elemento complementario, &. Se comprueba que:
a+a=1




Teorema 2
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a+l=1 a.0=0
Teorema 3
a ¢ E_o-*’fo_so O'E'I"-/-:} 'i}a"-/-:} — O-"fd-:} SC-
0’__’,__.-*0
ata—a a.a=a
Teorema 4. Ley de Absorcion
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at+a.b=a a.(atb)=a

3.6. EJERCICIOS

I o P N B R [ Sol.- a-b+b-c

2. (a-b)-(a+b)+a-b-c+a-b Sol.- b

A= = - - — _ Sol.-

- a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d a-(b-c+c-d)

4. a+a-b Sol- a+b

5./a-(a-b+a-b+ta-b-c+a-b-c+a) Sol.- &

6. a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c Sol- a-b-c+b
- - - - - _ — _ Sol.-
a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d a-b-cta-b-ci

3 [ R | S TR R T Y] Sol.- a-b

S| Glelya@t mlalyo@d flaly@d faly e Sol- a-b+b-c

1 - =

0. (@+b)-(c+a)

Enunciado 1 de algebra de Boole 'y algebra de  proposiciones
Teorema IB (principio de dualidad). Demostrar que cada asercion o identidad algebraica
deducible de los postulados del algebra de Boole sigue siendo valida si las operaciones " +
"y"."y los elementos identidad (1 y 0) se intercambian entre si.

Respuesta enunciado 1



Tomando los postulados (a) de Huntigton e intercambiando en ellos los operadores y
elementos identidad resulta:

1a) atb=b+a = a.b=b.a (1b
2a) at0=a = a.l=a (2b
3a) at(b.c)=(@+b).(a+c) < a.(b+tc)=(@.b)+(a.c) (3b
4a) ata =1 = a.a’=0 (4b

Es decir, que a partir de los postulados (a) se obtienen los postulados (b). Esto demuestra lo
que nos habiamos propuesto.

Enunciado 2 de algebra de Boole 'y algebra de  proposiciones

Demostrar que para todos los elementos a, b, ¢ de un algebra de Boole se verifican los
siguientes teoremas:

Idempotencia: ata=a ; a.a=a

Elemento unidad: a+l=1 ; a.0=0

Absorcion : a+(a.b)=a ; a.(a@a+b)=a
Asociatividad: at(b+c)=(a+b)+c ; a.(b.c)=(a.b).c
Complemento unico: El elemento a' asociado al a es Gnico

Involucion: @)=a

S v

Leyes de Morgan (a+tb)y=a.b ; (@a.b)y=a+b
Relacién de orden: sia=b=a+b=1 ; sia=h =a.b=0

Cada algebra booleana que pueda formarse es isomorfa al

Sobre conjuntos: algebra de conjuntos.

Respuesta enunciado 2
En los casos que precede solo demostraremos una parte de cada teorema, deduciendo la
otra del principio de dualidad.

Idempotencia

Por los axiomas 4b y 2a tenemos :
at0=a+(a.a')=a

y aplicando el axioma 3 a :
at(a.a')=(at+ta).(a+a)=a
Finalmente, por los axiomas4ay2b:
(a+a).(a+a)=(a+a).1=a+a=a
Demostrado

Elemento unidad



Partiendo del axioma 2 b y aplicando también los axiomas 3 a, 2 b y 4 a, tenemos :
l+a=1.(1+a)=(a+a).(l+a)=a+a.l=a+a'=1
Demostrado.

Absorcion

Aplicando los axiomas 2b y 3b, el teorema anterior y el axioma 3b de nuevo
atab=al+ab=a(l+b)=al=a

Demostrado

Asociatividad
Para este teorema demostraremos antes que se cumple
af(a+b)+c]=[(a+b)+cla=a

Esto es: (por el postulado 3b):
a[(at+b) + c] =a(ath) +ac=a+ac=a=[(ath) +c]a

donde hemos aplicado reiteradamente el teorema de absorcién y finalmente el axioma de
conmutatividad.

Con el anterior resultado supongamos que se tiene
x=[(atb) +c].[a+ (b +c)]

aplicando los axiomas de distributividad nos queda :
[(a+b) + c]a + [(a+b) + c].(b+c) = a + [(a+h) + c].(b.c)

donde hemos aplicado el resultado anterior. Aplicando de nuevo la distributividad,
elresultado anterior y el teorema de absorcion:

a+ {[(ath) + c].b + [(a+b) + c].c} =a+ {b+[(atb) +c].c} =a+ (b +C)

Por otro lado, aplicando los axiomas de distributividad, el resultado anterior y el teorema de
absorcion, tenemos también:
x=[@a+h)+cl[a+(d+c]=(@+Db)fa+(b+c)]+cla+t(+c)]=
=(@a+b)at(b+tc)]+c={afa+(b+c)]+bfa+t(b+c)]}+c=(a+b)+c

Por todo ello, teniendo en cuenta la propiedad transitiva de la igualdad:
at(b+c)=(a+b)+c

Demostrado.

Elemento Unico
Para demostrar que el complemento definido por el postulado 4 es Unico, supongamos que
existen dos elementos a'1 y a'» que lo satisfacen. Esto es:

a+aj=1l;a+a>=1;aa1=0;aa>=0
por los postulados 2b y 3b tendremos :

a=la,=(a+ay)a,=aa,+a;.a»=0+a;.a2=aa;+a.a,=(a+ay.a;=1a\
+ a-'l



Demostrado.

Involucién

Para demostrar el teorema de involucion tenemos:
@).a'=0;@)+a=1

a.a=0;a+a=1

en consecuencia, tanto (a')' como a son complementos de a' por lo que, teniendo en cuenta
el teorema anterior, se debera cumplir :

@) =a

demostrado.

Propiedad de los elementos identidad de un algebra de Boole
Teniendo en cuenta los axiomas 2y 4 :
1'=1'.1=0;0=040=1

Demostrado.

Leyes de Morgan
Para demostrar las leyes de Morgan tenemos en cuenta que el complementario de cualquier
elemento de un algebra de Boole es Unico. Tenemos :

(a+h). (2 .&)=a.(& . &)y+b (2 .8)=@.2).2+(b. #).2=0.+0.=0

donde hemos aplicado el axioma de distributividad y el de conmutatividad y los teoremas
de asociatividad y elemento unidad.

@+h)+ (2 .&)=(a+b+a)@a+b+#)=[(a+a)+bl.la+(b+&)]=(1+b).@a+1)=1
donde hemos aplicado los axiomas de distributividad conmutatividad y complementacion y
el teorema del elemento unidad.

Puesto que (2 . %) cumple los axiomas requeridos para ser el complementario de (a+b) y
éste debe ser unico, hemos llegado donde queriamos.
Demostrado.

Relacion de orden
Veamos ahora si la ecuacion a' + b = 1 define una relacién de orden :
Reflexiva : Yaocl — a'+a=1 = aRa

(a'+a=1
¥ a=h

@'+ & =1

Antisimétrica: por el complemento Gnico.

(@ RE = a'+h=1 = o es5elcomplementirioded

Transitiva: [ ERe = P4c=1 = ¢ eselcomplemeniiriode b

De lo anterior se deduce:



c=b =a'+c=1 =aRc
La implicacién reciproca (a= b =a'+ b = 1) es trivial.
Demostrado

Sobre conjuntos
Para demostrar el Ultimo apartado consideramos las relaciones:

r-] e : U — "yt ; B = 0 . E = 1 : G(S} A

con esta transformacion se comprueba facilmente que el algebra de conjuntos cumple los
postulados de Huntington y, en consecuencia, es un algebra de Boole.
Demostrado.

4.1. INTRODUCCION

Puertas Ldgicas.- es la unidad basica sobre la que se disefia un sistema digital. Pueden
poseer una entrada 0 mas y una sola salida. Son capaces de realizar funciones dando un
nivel de tension a la salida que puede ser alto o bajo. Alto significa 1 (H) y bajo significa O

(L).

Las puertas logicas basicas son: AND, OR, NAND, NOR, NOT, EX-OR, y EX-NOR.
Niveles Logicos.- En TTL y CMOS los niveles de tension en entradas y salidas no son
fijos, hay fluctuaciones entre dos margenes, tanto alto como bajo. En esta tabla comparativa
entre las dos tecnologias se observan las diferencias que son capaces de soportar de niveles
de tensidn. Se dice que zona prohibida es aquella en la que no se puede garantizar un nivel
I6gico 1 0 0. Este es un concepto importante, pues en electrénica digital lo que pretendemos
es enviar informacién fiable.

Zona Zona
Tecnologia prohibida prohibida V. Vin Vi Von VoL
entrada  salida
TTL 0.8a2v 0.4a24v 5v 2a55v 0a08v 24a55v 0a0.4v

CMOS 1.5a35v agg\‘j‘ 3al5v  35a5v 0alSv 499a5v 0a0.0lv

Siendo:

V.= Tension de alimentacion de las puertas. En CMOS se ha supuesto dicha tension en 5v.
Viu= Nivel alto de tension (H) de entrada (L)

V.= Nivel bajo de tensién (L) de entrada (L)

Von= Nivel alto de tensién (H) de salida (O)

VoL= Nivel bajo de tension (L) de salida (O)

Tablas de verdad.- A través de las tablas de verdad se puede conocer tedricamente el
comportamiento de las puertas l6gicas, en funcién de los niveles que se aplican a la entrada.
Mas adelante veremos como ademas nos van a servir para disefiar circuitos digitales.



4.2. PUERTA AND
Lo que caracteriza esta puerta l6gica es que para obtener a la salida un nivel alto (1, H)
todas las entradas tienen que estar a 1. Es decir: Si A=1y B=1[1] entonces S=1

el
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4.3. PUERTA NAND

Lo que caracteriza esta puerta logica es que a la salida se obtiene un nivel bajo (0, L)
cuando todas las entradas estan a 1. Es decir: Si A=1 y B=1[ 1] entonces S=0.

=




4.4. PUERTA OR
Siempre se obtiene un 1 a la salida, salvo que las entradas estén a 0.

T

4.5. PUERTA NOR
Su respuesta es contraria a la de la puerta OR. Solo cuando tengamos nivel bajo de tension
en todas las entradas se obtendréa un nivel alto a la salida




4.6. PUERTA NOT
También llamada puerta inversora, ya que, la informacion entregada a la entrada es la
inversa a la salida.

>

—p——

4.7. PUERTA EX-OR
También denominada Or Exclusive. La salida toma valor 1 cuando el estado légico de las
entradas es diferente, y tomaré valor 0 cuando ambas tienen el mismo estado.
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4.8. TABLA RESUMEN DE PUERTAS LOGICAS
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